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ASSEMBLEE GENERALE ORDINAIRE ANNUELLE DU P.C.M.

le Comité d'adminisiration du P.CM. a retenu la
date du mercredi 14 moars prochain pour !'Assemblée
Générale Ordinaire annuelie de 1'Associciion en 1862,
L'Assemblée se Hendra l'apres-midi et gerc suivie du
banquet cnnuel,

le Comiié du P.CM. souhgite que le plus grand
nombre possible de Coamcrades porticipe & ces ma-
nifestations et il leur demande de relenir dés mcinte-
nemt les dates indiquées ci-dessus, Toules informations
complémentaires utiles seront données dans le Bulle-
tin de février 1962.

Nous signalons dés & présent que, pour le renou-
vellement du Comité du P.CM. en 1962, les déléguds

swvents de la Section Ponts et Chaussées sont sor-
tants

- Délégues Génércux ; MM. Durand-Dubief i Las-

salvy (rééligibles), Alias (non rééligible).

— Déléguds de Groupe :

Groupe de Paris : M., Pébereau (rééligible),

Groupe de Lyon : M, Costet (rédligible).

Groupe de Bordeoux : M. Fuzeau (non rééligible).

Groupe du Mons : M. Trotel (rééligible).

Par ailleurs, kr Section Mines doit procéder en 1862
au renouvellemeani de trois délégues, les délégués sor-
temis étant MM. Dauvergne, Gouni et Pertus,

LE BAL

ANNUEL

DE L'ECOLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSEES

Le Bal 1962 de 1'Fccle Nationale des Ponts et Chaussées aura lisu cetie année le scmedi 24 février &

by

I'Hétel du Palais d'Orsay, qual A. France, sous la présidence effective de M. Rober: Buron, Ministre des

Travaux Publics el des Transporis.

Tous nos camarades sont inviids & cofte memifestation de solidarité et de bienfaisance dont e produit
est partagé entre 'Amicale de Sscours des Ingénieurs des Ponis ef des Mines et 1'Associalion amicale des

Ingénisurs cmciens éléves de 'Ecole.

Ceux qui ne pourraient wvenir peuvent nous aider en porticipant & lo tombola organisée & celte occasion

et en faisant connaitre notre bal & leurs amis.

Cartes, billets de tombola, renseignemenis complémentaires peuveni éire obienus cuprés du Secrétaire
de la Commissicn du bal, P. Titus, Maison des Mines et des Ponis et Chaussées, 270, rue Saini-Jocgues,

Parls V°, Tél. ODEen 77.25.

AVIS

Le Bureau de Prospection des Experis, Service de
Coopération Technique Internationale, Ministére des
Aflaires Etrangeéres, 23, rus Lo Pérouse, KLEber 52.00,
poste 27.61, recolt constamment des demandes d'ex-
perts, ayont une expérience d'une dizaine d'années
dans leur spécialité, pour effectuer des missicns iem-
poraires dans les pays en voie de développement.

Les rémunérations offsries sont du nivecu internctional.

Tous les techniciens envisageemt favorablement 1'éven-

tualitt de s'absenter pour des périodes variant de

quelques mols & plusieurs anneées sont priés de se
hY

faire connclire & l'adresse précitdée en vue de la
constituiion de leur dossier.



Evolution au cours des derniéres années
de |‘enseignement des Mathématiques
a l'Ecole Polytechnique

par P. LHERMITTE

Ingénieur des Ponts et Chaussées

INTRODUCTION.

L'Ecele Polytechnique, depuis son origine, distribuz
un enseignement résolument corienté vers l'action of
les réalisations perscnnelles. Cette forme d'enseigne-
ment lui a permis de former & la fois de grands ingé-
nieurs et de grands savants, et constitue, sans contests,
une des raiscong d'étre de notre « viellle maison ».
Dans la pratique, ce souc! s'est troduit par la coexis-
ence d'un enssignement purement scientifique et de
cours de sciences cppliquées. L'snseignement des ma-
thématiques — que nous classercns dans les sciences
pures — o eté marqué par cetts préoccupation, et son
évolution « sulvi U'dveolution de la pensés mathémedi-
gue contemporaine doms la mesure ol celleci était
suffisamment miirle pour consHiuer un instrument & la
fols éducatif et utilisable par le techniclen.

Au fur et & mesure de ceite évolution, les cequisi-
tions possdes, nédes le plus souvent & propos de pro-
blémes particuliers, constituérent - en ce qui concer-
ne les résuliats fondomentaux — des enseigmements
séparés qui se substituérent, progressivement, & l'en-
seignement de l'art de l'ingénisur.

Lots des premiéres années, l'enseignement mathé-
matique de 1'X comprenait essentiellement un cours
d’ « Analyse et Mécanique » — la Mécanique consii-
fuait alors une partie des mathématiques, domaine
particulidérement fécond puisque ce furent les méco
niciens qui développerent largement le caleul andaly-
tique —. En 1852 fut créée uns chaire de « Géoméirie »
en méme fermips que le cours de « Fortifications »
disparaissait.

1851 wit la cheaire d'Analyse ot Meconique scindée
en deux : un enseignement purement mathématique
le cours d'anaiyse, et un enseignement de mathéma-
tiques appliquées : le cours de mécanique. A la méme
époque (1854) était supprimé le cours de « Géodésie,
Topographie, Machines Arithmétique sociale » — dont
Arago fut titulaire de 1816 & 1831 — mais remplacé
par un cours d'Asironomie.

Ces remaniements élaieni la conséquence de l'évo-
lution de la pensée mathémeatique de cette épogue.

Clest d'une fagon iout & foit semblable, paralléle-

ment & l'évolution de la pensée mathématique mo-
derne, ¢ue s'est tremsformé, ces derniéres années,
l'enseignement mathématique & 'Y,

L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE EN 1920.

by

Les mathématiques éiaieni enseignées en 1920, &
I'Ecole polytechnique, par trois gramds professeurs :
d'Ocagne, iitulaire do la chaire de Géoméirie, Hada-
nard et Humbert en Analyse.

Si l'on distribuct par mégarde & un jeune X aqo-
tuellement & I'Ecole, les « Feuilles » de cette époque,
il sercdt fort surpris & bien des poinis de vue :

— il retrouverait tout d'chord des développemenis
sur lintégration des équations différenticlles, ou le
cateul des intéarales qu'il a &tudié en taupe: il en se-
rodt de méme en ce qui concerne les coniques et qua-
driques ou les épures de descriptives — ou platdt, il
contemplerait inguiet ce passé désuet et mointenant
banni des programmes de Spécicdes,

— il ¥ verrait également de larges développemenis
sur le caleul graphique, la sialique grophique, la
stéréotomie, le calcul numérique, et en particulier des
développements fondamentaux sur le caleul des fonc
fions, qui hi rappelleraient peut-étre quelques titres
d'une partie qu'il nouvrira jomais de son cours de
Mathématiques Appliquées : Tronsformations (Pers-
pectives), Thécrie des engrenages, Stetique graphique,
Caleul numérique,

— enfin, Il trouverait exposée de facon simple el
claire la géomsétrie infinitésimcale, la théorie des fonc.
tions analytiques, le caleul des varigtions, les égua-
ticng différentielles et cux dérivées particlles; et il
constaterait que la formule de Stokes, ou le potentiel
newtonien sont considérés comme un résultad fonda-
mental du cours d'omalyse et i1 comprendrait peut-
éire pourquo! les « répétiteurs de Mécaniqus » sont
stupefaits devemt lignorance & peine croyable dont
fait preuve le conscrit moven dans ce domaine.

En bref, les cours de cetie époque contenalent I'essen-
tiel de l'Analyse différentielle ef intégrale, et leurs
applications géométricques.
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L'EVOLUTION JUSQU'A CES DERNIERES ANNEES.

Quelles furent les grandes novetions de l'ensei-
gnement des mathématiques depuis 1920 en dehors
du bouleversement récent ?

On peut vy distinguer les principaux points suivanis :

— introduire de la rigueur dans la théorle des
fonctions,

— le calcul des probabilités,

— le c¢alcul vectoriel et tensoriel.

L'introduction de Ia rigueur dens le raisonnement
mathénatique o constitué la premiére amorce de lo-
gigue mathématique dems l'snseignement de 1'Ecole
Pelytechnique. La mathématique n'était plus un outil
de l'ingénieur, elle devenait une construction logigue
dont les cxiomes élaient parfaitement préeisés. On
voit alors se développer dons les cours d'Analyse de
Levy ou de Chapelon des théorémes d'existence, des
conditions d'unicité de la solution, des considérations
sur les infiniments petits ot des notions de convergences,
qui sont les premiers symptdmes du bouleversement de
la pensee mathématique & la suite des travoux d'Evaris-
te Galols {mort en 1832) puis de Lebesgue, Le développe-
ment de ces considérations de rigusur provoque par
ailleurs un perfectionnement de lo théeorie des fonc-
tions cnalytiques, du calcul numérique des fonctions
et de la résolution de l'équation de Laplace, qui donna
alors & cette partie du cours d'Analyse un formalisme
comparable & celui de la Mécaonique rationnells —
stricto sensu —.

A la mé&me époque, le calcul des Probabilités prenait
une large place dans le cours d'Andalyse et, en quel-
ques années, irouvait sa forme définitive ot imprimait
cux générations de polyiechniciens sa marque trés
particuliére, On peut penser que la pénéiration, ac-
tuellement de plus en plus profonde, des probabilités
subjectives dans les problémes sociauz, économigues
et techniques, fut largement facilitée par la formation
probabiliste que les professours d'Analyse de 'Ecole
infligbrent irds ropidement qux promotions de cette
épogue.

A la suite de ces adionctions, le volume du cours
augmenta considérablement. Aussi en 1940, fut créée
la chaire de Mathématiques Appliquées (M. Brard)
afin d'alléger le cours d'Anclyse des notions qui ne
constitugient plus une discipline fondameniale, mais
un outil d'ingenieur suffisamment élaboré,

A ce titre, le Calcul des Probabilités — 10 & 15 ans
seulement aprés son introduction dons l'enseignement
mathématicque de I'Ecole —, la Théorie des fonctions
analytiques et de l'Equation de Laplace, le Calcul
numérique des fonctions, constituérent les porties
essenlielles du cours de Mathémetiques Appliquées.
On v adouta les vestiges dont la tradition encombrait
encore les cours d'Andalyse : Perspectives, Engrenages,

Stetigue graphique — pages célébres que les « cro-
taux » sux-mémes ne « dépucélent » jamais, prétend
la tradition.

A cstte date, des notions de caleul vectoriel et ten-
soriel avaient pénétré depuis quelques cmnées doms
les Cours d'Anciyse. Dés la premidre année de son
enseignement, M. Tulia, succédomt & d'Ocagne en
1937 & la chedre de Géométrie, introduisait largement
lg notation vectorielle et tensorielle. L'étude du cours
de géométrie, qul cbordait également la géoméirie
infinitésimale et la cinémetique, redevenait une for
mation d'esprit et apporiait qux futurs ingénisurs une
méthode de iravail nouvelle que lo Mécanique ot la
Physique ulilisent largement. Citons, en parfculier, la
clorté que les notatlons vectorielles et tensorielles onf
apporiée dems le cours de Mécanique rationnelle,
en séparant complétement les repéres de profections
- doms lesquels s'effectuent les calculs — des re-
péres de mouvement indépendont des axes de pro-
jection ot doms lesquels sont wolables les lois fon-
dementales de la Mécanique.

LE BOULEVERSEMENT RECENT.

Ces dernidres années une nouvslle iransformation
a bouleversé l'enseignement des mothématiques &
I'Ecole Polytechnique.

Depuis déj& 5 ans, le cours de Géométrie g'intitule :
cours d'Algaébre et de Géomeétrie ef laisse une large
place aux « Notions d'Algébre cobstraites ».

Les nouveaux professeurs d'Analyse, M. Favard
d'abord, M. Bchwartz 'onnée derniére, ont compléte-
ment renouvelé le cours d'Analyse.

11 faut voir ld sans conteste, les conséquences des
mutations profondes intervenues dans la pensée ma-
thématique modems -— et qui est corociérisée pour
certainsg par le battage fait autour du « bourbakisme » ;
mais le « bourbakisme » est cqux mathémdatiques mo-
demes ce que la « bataille d'Hernemi » était au ro-
mantisme,

Au cours de ces derniéres décades, I'Algdbre de
l'étude des équations — dont Je point de départ peut-
éire retrouvé chez Gallois — a évolué vers des pro-
blémes plus généraux et plus abstraits. Porallidle-
ment, la Théorie des nombres a fait des progrés consi-
dérables wvers une algébrisation marguée par l'em-
ploi des notions de groupes et de corps.

On peut rattacher ceite forme de pensée & la cons-
titution d'une logique des mathématiques, d'une « cxio-
maiique » dont le memiement qurait la valeur forma-
trice d'un enseignement philosophique porticulier. Et
de ce seul peint de vue, l'introduction de l'algdbre
moderme est justifide. Mais elle constitue de plus un
moven d'anclyse efficace: elle jette un pont enire le
continu et le discontinu, regroupe en une remarquable
unité la rigueur de la théorie des fonciions et les évi-
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dences de l'arithmélique — qui appartiennent au do-
maine du discontinu.

Il est hors de doute que cette orientation des mathé-
matiques vient & son heure.

Les sclences sociales, économigues et humaines, la
recherche cpérationnelle enire auires, utilisent large-
ment les mathématiques « insolites » et le discontinu
est constamment présent dans les problémes qui sy
rattachent.

Les méthodes modernes de caleul et de résolution
des problémes différeni lorgement des méthodes pas-
sées du calouwl numérique; les machines de caleul
électroniques modernes iravaillent dons un univers
discontinu.

Peuton en déduire que lévolution de la penséde
mathématicue est la conséquence des nécessités
pratiques. Nous ne le croyons pas. Pas plus que nous
ne pensons que la mutation de l'algébre a permis de
mettre en pratique une régle de l'art nouvslle. Nous
v voyons plutdt la symbicse de deux formes insépa-
rables de la pensée humaine : les mathématiques in-
solites existaient avani leur utilisation pratique, mais
leur développement, la part relative d'intérét qu'on
v porie, donc de chercheurs qui s'v adonnent, est I
conséguence d'un besoin ressenti.

Que l'enseignement de 1'Ecole Polytechnique en ait
tenu compte est une preuve que 'Y est encore adap-
table aux siructures actuelles.

Notre propos n'est ceries pas, de donner ici un
+» digest » des divers aspecis de la pensée mathé-
matigue moderne: cu lecteur qui souhaiterait trou-
ver un exposé mi-scientifique, mi-philosophique, de
Iévolution et de l'cboutissement actuels de cette
pensée, nous conseillons de se reporter au livre de
L. Félix : L'ASPECT MODERNE DES MATHEMATIQUES.
Pour éclairer ce cbté porticulier de lenselgnemeni
des mathématiques, nous ovons placé en annexe,
quelques poges de cet ouvrage, qui apportent des
apergus coractéristiques sur ce que « Nicolas Bour-
baki » appel lo « métamathématique ».

SES CONSEQUENCES ET SES PROLONGEMENTS.

Ce bouleversement dans l'enselgnement des ma-
thématiques o+l alteint sa forme définitive? Nous
né le pensons pas et nous espérons qu'il n'en est rien,
car ioutes les conséguences ne sont pas positives!

II est d'abord certain que l'clgébre moderne dé-
roule les jeunes promolions par suite de la rupture
qu'elle représente enire la maihématique taupinale
de I'X (1). Ells exige tout d'abord un gros effort de
mémoire pour pénédtrer dens le monde des « ensem-

bles, des annecqux et des corps », pour se familiariser
avec les propriétés oxiomatiques « d'associativité »
avec les « élémenis neutres », et pour apprendre &
manier le langage des « métricques abstraites ».

Meig d'un autre cbté, celle spéeulation logique,
relégue au second plan les cutils traditionnels oque
Tenalyse apporte & l'ingénieur.

Les jeunes promotions ne saveni pos résoudre une
équation  différentielle st sont absclument terrcrisées
par la formule d'Ostrogradsky. Elles momisnt les ma-
frices mais sont incapobles de projeter un moment
cinéltique (écrit & l'aide de la noiation tensorielle) sur
des axes de coordonnées. Il v o I& un divorce qui est
grave, & une époque ol I'X ne se contente pas de for-
mer un petit nombre de savomis, meds désire fournir
a lindustrie frangoise un confingent importent d'in-
génieurs de hauie formertion,

Enfin, la formaticn actuelle n'aborde pas les mé-
thodes modemes de résclution numérique des pro-
blémes, conséquences pratiques directes de l'algs-
bre moderne. On aimergit frouver doms le cours de
Mathématiques Appliquées, & la place peutétre du
calcul numérique, gquelques aper¢us sur les machines
de calcul arithmélique, sur la programmdation linéaire.
lee méthode du simplex, la théorie des graphes, elc...

&

Et nous pensons que c'est dans cetle voie que devra
s'orlenter l'enseignement des mathématiques & 1'X
doms les cnnées & venir,

Tout en scuvegardent l'unité des mathématiques,
la formule d'enseignement & venir devrait sépcrer les
trimestres de « chiade » en distinguant :

— la « philosophie mathématique », comprenant
I'Algébre moderne et la Théorie des nombres {théorie
des ensembles, topologie, théorie des fonctions, etc....

— les mathématiques de Vingénieur et du physi-
cien qui apprendraient & 1'éléve — avec des peériodes
de traveail distinctes - le meomiement des eéquations
différeniielles ot iniégrales, de l'algébre des nombres
entiers, du cdleul des probabilités, du calcul mo-
triciel,...

— les Mathématiques appliqudées — siricto sensu —
dont le champ relativement vaste pourrait clier de
l'équetion Laplace - qui reste fondamentale — & la
programmation lnéaire en passant par l'utilisation des
machines arithmétiques et la théorie des jeux.

{1} Cec1 devient d'ailleurs de moins en mowns vrai, au fur et
& mesure que le souflle de réformes pénétre également l'enser-
gnement des Spécaiales. .
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ANNEXE"

I. Locigue ET SYMBOLISME

La logique élémentaire peut é&tre présentée sous
deux formes : 5i elle compare les qualités, les attribuls
d’objets, ¢’est la logique des prédicats ou logique en
intention. Si elle porte son attention sur les classes
d’objets qui ont ces propriétés ou attributs, c’est
la logique des ensembles, ou des classes, dite aussi
logique en extension.

La langue employée en mathématique ne doit pas
dtre ambigné ; c’est pourquoi aucune assertion ne
doit étre isolée, mais au contraire précédée d'une
phrase gui en détermine la signification. Nous allons
donner des formes assez précises pour que, dans ce que
nous considérerons, la traduction d’une logique dans
Fautre soit effectivement possible; nous pourrons
alors choisir le symbolisme le plus favorable dans
Pexposé mathématique d’une théorie.

Tout énoncé sera précédé de « Il s’agit d’objels de
tel référentiel n, c¢'est-d-dire d’objets plus ou moing
bien déterminés mais dont nous saurons quels sonl
les attributs permis ; ainsi, lorsqu’il s’agit de triangles,
nous pourrons les qualifier de « rectangles » ou « d’iso-
coles », mais non de « chauds » ou de «lourds » (Ce
que la logique théorique ne rejette pas toujours).

a) Logigue en intention.

Ure asseriion attribue une qualité & un objet du
référentiel. 11 faut distinguer en mathématique deux
sories d’assertions :

1) 1l s’agit de nombres entiers naturels, et je dis
« 5 est impair » ou bien « 6 est impair ». La premiére
de ces assertions est vraie, Pautre est fausse.

2) Méme référenticl ; je dis « z est impair ». Cesl
une assertion vraic ou fausse suivant le choix du
nomwbre 7. La valeur « vrai » ou « faux » de Iassertion
dépend du choix de r parmi les nombres entiers;
¢'est. une fonction de x; aussi |'assertion esi-elle
appelée une fonction propositionnelle. La fonection ne
penl prendre que deux valeurs: « vrail» ou « faux »
En logigue formelle, on altribue souventi le nombre !
& la valeur « vrai » et le nombre 0 4 la valenr « faux »,
La logique dont nous parlons est donc une logigue @
deux valeurs.

Une implication ou inférence entre deux assertions (1)
et {2) se note : assertion (1) > assertion (2)
par exemple, s'il s’agit de polygones.

T est un triangle == T est convexe.

Nous nommerons €L et 03 des assertions, et I'impli-

cation s'éerit

Q‘t —— (B (I)

(1) est Vassertion « @ implique d3» qui, par définition,
a la valeur «vrai » si €L et (3 ont la valeur «vrai» et
qui a la valeur « faux » si €L & la valeur « vrai» et 0%
fa valeur « faux ».

Cette assertion (1) n’a aucune valeur el ne peut
étre utilisable si €L a la valeur « faux »

Si {1} est vrai dans une théorie,
o'esl une relation vraie de celte
théorie : un théoréme, ou éven-
tuellement, un axiome de cette (& 1
théorie. On a dans ce cas le ta-
blean de valeurs de (I}, (tableau 0
4 double entrée analogue & une
table d'opérations) :

Lia propriété fondamentale de I'implication est la
transttivité ;
Considérons les trois implications
(1) & s> B (1) OB === & (I} @ ===>

Si (1) et () ont la valeur « vrai », il er est de méme
de (IID).

Cette phrase est une nouvelle implication que je

peux Ccerire
I el (11N > (L)

Le premier membre de celie dernitre implication
est. dite formée par conjonction des assertions (I} et
(IT).

Plus généralement, soient ¢ et (3 deux assertions
d’une théorie :

a) La conjonction de (L et 03 est Popération logique
parlaquelle on forme une nou-

é
1
11
0

velle assertion ¢ dont les va- a
leurs sont définies par le fa- 1 0
bileau (table de l'opération) : S
On derit (G| 1 0
E=el @B ou =@ &0B 0 0 “'*0“
ou parfois
Co= @+ (@B
0y Aulve opération © le divjonetion de dewr usserlions.
Cest Vopération logigue qui, & partir de deux

assertions €L eb (3 on forme une Leasieme (0 dont les
valeurs sonl indiquées dans le tablean :

On éerit
=@ oa &, Aa
ou encore ! 0
A=avh 1 i 1
{Le mot «ou» signifie ici { 0
que (D est vrai quand au moins

Pune des deux assertions ¢, Jd est vraie; ce n'est
pas un gens exclusif).

Ainsi, ¢1 et 05 peut servir de premier membre & une
implication si @& et (3 sont tous deux vrais; & v B
peut servir si 'un au moins est vrai. En particulier
A &A@ =CAet v ==d

Ces deux opérations sont chacunes commuialives
comme le montrent les tableaux qui leur correspon-
dent

G & 3 gy () &, CL v B g U3 v (L

(1) Extreit de « I'Aspect moderne des Mathématiques » de Mile L. Félix.




—_7 —

Si on les réitére, on voit qu’elles sonl aussi associa-
tives
(€L & (B & C <« =—=»¢L & (3 & &),

(ALY B E <= A v (v )

mais ees propriétés se verront plus aisément par leur
traduction dans la logique en extension,

e) Le négation d'une assertion.

C'est Vopération par laquelle on passe, par exemple
de «x est impair » & « » n'est pas impair», ou bien,
s'il ’agit par exemple de polygones « X est un carré »
a « X n’est pas un carré ». La négation d’une asser-
fonn est donc une autre assertion qui a la valeur
« vral » si l'autre a la valeur « faux » et qui a la valeur
« faux » 81 Vautre a la valeur « vrai»

8i une assertion est notée (X, sa négation se uote
« non (X » ou parfois (U'. D’aprés la définition méme,
la négation de Ia négation est 'assertion primitive.

Les trois opérations définies ne sont pas indépen-
dlantes, car on a par exemple :

non (L & 03) «mse==> (non 1) v (non %)
Cecl se démontre aisément au moyen des tableaux,

car les deux membres indiquent les opérations définies
par les tableaux

valeurs valeurs de
de (L non L
1 0 1 0
valeurs 1 0 1 valeurs 1 1 1
e ———i— % |denon —|——1—
G ol ot B0 0

ce qui est bien équivalent.

Nous avons donné celte démonstration pour faire
pressentir Ia possibilité de remplacer les qguestions
que pose cette logique par des études faites sur ces
tableaux : c¢’est ce gu'on nomme la méthode des
matrices.

Mais un énonceé fondamental esi le suivant : lout
théoréme d’une théorie peut éire exprimé par lune ou
Pautre de denx implications que Uon nomme conirapo-
sées U'nune de Uanire

(M) &t > 03 ; (U) (non (A) ====» (non &1}

Par exemple, 8'il g'agit de polygones, €U peut &tire
« 2 est un triangle » et (3, « z est convexe ». Si « x est
un triangle » implique qu’il est convexe, dire qu'il
n'est pas convexe implique qu'il n’est pas triangle et
imversement.

Cet énoncé traduit le principe du tiers exclus et il
sert pour le raisonnement par Dabsurde. On voit, par
les deux lableaux différents gu’ont {T) et (U), que
nous ne pouvons pas le démontrer avec ce qui précéda,

Valeurs - 0
de (U) e X

fowy

Valeurs
de (T) »

ol ~-|=%]

¢
1

n
0

C’est un axiome de logique qui est généralement
adopté (logique d’Aristote) mais qui est rejeté dans la
Iogique intuitionuiste (Brouwer, Heyting) qui sont
donc plus exigeanls dans leurs démonsirations.

Alors, avec deux assertions (X, 33 et leurs négations.
on peut former 4 implications, mais dsux seculement
sont & démontrer :

Sié » (3 est un théoréme {T) de la théorie,
B ==y (L est le méme théoréme sous énoncé
contraposé. Si (0 =—==> (L. est aussi un théoréme (R),
@’ > (3 est le mbme theoréme ; (T) et (R} sont
dits réceproques U'un de Pautre ; leur ensemble s’éerit
au choix :

A <«=—=> g3 ou B o oz (‘:I,
ou U «—=> & ou (% —> A’

Les assertions (U et 3 sont alors dites logiquement

éguivalentes dans Ia théorie,

Nota : Le mot « équivalent » caractérize des rela-
tions qui ont les trois propriétés :

réflexivité © €L équivalent & lui-méme ;

syméirie « €L équivalent & (B » exprime aussi « B
équivalent & &1L ».

transitivité : @ équivalent & @B et (B équivalent &
¢ entraine (1 équivalent a C.

Ce que nous venons de dire suffit pour faire com-
prendre comment 1'on peut formaliser les démons-
trations de mathémabiques élémentaires, au moins
en partie ; disons pluiét, les schématiser.

Quantificatenrs. — l.a logique en intentionr, comme
la logique en extension que nous allons introduire,
ne peut étre utilisée cn mathématiques sans que on
précise les objets «du référentiel auxquels s’applique
une fonetion propositionnelle, faule de quoi on ne
pourra pas lormer les thévrémes de la Lhéorie, puis-
gu’il faut aveir atlribué une valeur « vrai » 4 I'asser-
tion. Par exemple, s'il s'agit de {riangles, dire «z &
3 angles » est vrai pour $ous les éléments du référen-
tiel, c’est-a-dire, est vrai quel gue soit z, mais dire
«x est isoctéle » est vrai pour certains éléments du
référentiel. Une fonction propositionnelle n'est utili-
sable dans une théorie que ¢'il existe dans le référentiel
au moins un élément pour lequel I'assertion est vrale.
I>’olt les deux notions :

Le quantificatenr universell « pour tout élément du
référentiel » assertion (L est vraie.

vz, (L est vrai

{On lit souvent « quel gue soit x »).

Le quantificateur existentiel « Il existe au moins un
élément du référentiel tel que » € est vrai

3r, (1 est vral
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Nous obtenons alors la logique en inteniion, &
deux valeurs et guangifide.

2) Legigue en extension. Algébre des ensembles.

Nous avons en partant du référentiel, évité d’em-
plover le mot « ensemble ». En effet, bien qu’il cor-
responde 4 la notion intuitive de collection, d’amas,
d’agrégat, le terme est réservé en mathématiques
aux étres ayant les propriétés que nous allons indiquer
{ce qui en constitue une définition axiomatique).

Nous considérons toujours un référentiel ; nous
nommons par des letires minuscules, @, b ou x, des
éléments (objets) de ce référentiel ; on les nomme
aussl « points » ou « atomes » de la théorie. Les en-
sembles seronl noiés an moyen de majuscules E, A,
B. On définit dans la théorie une relation dapparte-
nance d’un élément du référenticl & un ensemble, on
la note

ae b« g apparlient & B .

La négation de cetie asserlion se note 4 ¢ E.
La relation d’tnclusion d’un ensemble A dans un
ensemble E est la relation définie par v,

[z€ A] > (zeE]
(quel que soit I'élément x du référentiel, 'assertion « x
appartient & Ap impligue « z appartient & E »). Cette
relation se note
ACEou EDA « A est inclus dans E »

Opérations.

1} La complémentarité. — Si A est inclus dans E,
le complément de A par rapport & E, que 'on note [}E
A est défini par,

vz, 2 B, [z¢ A ===> zefj_ Al

Lorsqu'il n'y a pas d’ambiguité, I'on note le complé-
mentaire sans indice {{ A ou encore A’. L’on a
(A = A,

Le passage de A & son complémentaire est une
apération de la logique des ensembles qui correspond
4 la négation de la logique en intention.

2} L’interseetion de deux ensembles est Popération
qui, & deux ensembles A et B (définis 4 partir du méme
référentiel), associc un ensemble J par la relation dont
le premier membre est la conjonction de deux asser-
tions vz, [(zeA) & (zeB)] <——=» (zc]).

On note cette opération J = A n B.

Llinterseciion, dans la théorie des ensembles cor-
respond done & la conjonction de Ia logique en inten-
tion.

3} La réunion de deux ensembles A et B d’éléments
du méme référentiel esl I'opération qui, au couple A,
B, assorie I'ensemble R défint par

v, [(x€A) v (z € B)| <===> (x € R},

vlest-d-dire que R est formé des éléments apparienant,
o 4 A, ou & B, ou aux deux. Celie opération de réu-

nion dans la théorie des ensembles correspond donc
a la disjonction de la logique des assertions.

Les trois opérations ainsi définies ne sont pas inde-
pendantes car 'on a, si A et B sont inclus dans E,

AuB=[EA LB
ou, utilisant Uautre notation pour le complémentaire :
AU B = (A A BY.
Un modéle qui concreélise dans un dessin ces opéra-
tions sur les ensembles esi connu sous le nom de

diagramme de Venn: il consiste 4 représenter les
éléments du référentiel par les points d’un plan et

£

““ &
(e
33 F34

chaque ensemble E, A, B par 'intérieur d'une courbe
fermée sans point multiple. Par exemple, sur la
figure ci-dessus, nous montrons deux sous-ensembles
A et B et inclus dans E ; la partie quadrillée représente
Pintersection A N B, et la partie qui n’est pas restée
blanche représente la réunion A U B.

A T'aide de ce diagramme, I'on voit sans peine les
propriétés évidentes {qu’il faut prendre comme axio-
mes de la théorie). La réunion et Pintersection sont
toutes deux commuiatives :

AuB=BuA AnB=BnA
enoutre AU A=A o AnA=A

En faisant le diagramme relatif & trois sous-ensem-
bles de E, on vérifie (mettre des couleurs sur les ré-
gions 1) que la réunion et I'intersection sont toutes
deux associgiives.

AuBuC=Au{BuOet(AnB nC
= A n{B nQ

et chacune est distribulive par rapport & Cautre

AUBACO=AUB NAUCQCEeANBUC
= (A nB)uU (A n Q).

1l taut noter que ces propriétés ne distinguent aucu-
nerment 'une de Pautre des deux opérations noiées
w el . La distinction apparait lorsque I'on introduit
la complémentarité : en effet, l'intersection d'un
ensemble ot de son complémentaire est vide, tandis
que leur réunion est E lui-méme. On nole I'ensemble
vide @ (lettre scandinave)

N

i

done AnAN=g, Au A =E

en outre, AV g =Aet ANng =¢

enfin AvE =HKHet AnE = A
(Y = E.
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L’enseinble des parties A, B .., L. de E est dit muni
d’une structure 4’ Algébre de Boole, du nom du créateur
de la logigue en extension (Les Lois de la Pensée
1854), exemple le plus fondamental des algébres ayant
une telle structure,

{ne expression de 1'algébre de Boole est Uindication
d’opérations qui, dans algébre des ensembles, ont
pour résultat un ensemble. Les propriétés des opéra-
tions permettent des simplifications par exemple :
X=AnBY n(AuBl=AUuUB)YnAuB)=

= (A nBYu (A" nB).

Il est important au peint de vue logique (plus gu’au
point de vue des mathématiques pures) de connaibre
un procédé régulier, automalique, permettant de
reconnaitre st deux expressions booleiennes sonl égales.
Ceci résulte de Punicilé d’une certaine forme nommée
forme canonigue (comparable & ce poinl de vue &
Pécrilure d’une expression algébrique sans dénomina-
teurs sous la forme d’un polynéme ott les termes sem-
blables sonl réduits et qui esl ordonné).

Pour définir la forme canonique, utilisons le dia-
gramme de Venn. Tout sous-emsemble X peut é&tre
considéré, el d’une seule fagon, comme réunion des
plus petites parties déterminées par les sous-ensembles
(ou lettres) A, B, ..., L qui figurent dans 'expression,
parties qui sont disjointes deux & deux et dont la
réunion est E. (On dit qu’elles constituent une parti-
tion de E}). Appelons ces parties des pariies élémentaires.
On les exprime comme intersection des éléments A,
B ... L. de Pexpression ou de leurs complémentaires.
Ainsi, pour deux lettres A et B, il v a 4 parties élémen-

taires.
AnB AnB, AAnB, A" "B

Pour trois lettres A, B, C, le diagramme déja des-
siné montre 8 parties élémentaires: A N B n (,
AnBnG AnB nG AnBnU
AnB nC,ANB nCL A nB nC,

AT B G

Une expression étant donnée, des caleuls shmples
permettent de la metire sous forme d'union de ces
parties élémentaires. Plans 'exemple donné au para-
graphe précédent, on trowvait
X=(AnB) nAuB=AnB)Yu (A nB),;

On a ainsi mis X sous forme canonique &'il s’agil
de deux lettres A et B.

Si X intervient dang une expression qui contient
une autre letire C, on devra introduire celle-ci, ce qui
se fera au moyen de I'égalité

X=XnGQuv{Xnl)

Le théoréme d’unicité est utilisé en statistique pour
comparer des donnédes concernant un grand nombre
de sous-ensembles (Par exemple on a pu classer les
individus d'une population en buveurs de lail bien
porlants, vieux el malades, jeunes el buveurs de vin,
jeunes malades buveurs de lait, ete., etc... el Pon

veul éclaircir la situation el faire des comparaisons
avec d’autres enquétes).

Mais le théoréme nous intéresse au poinl de vue
logique si nous revenons a la logique en intention.
La déduction de la logigue en inlention correspond a
Pinclusion en logigue en extension, laquelle s'exprime
par une égalité £'expressions booletennes.

En effet, si A est I'ensemble des objets du référen-
tiel qui ont la propriélé €L et (3 Vensemble des objets
du méme référentiel qui ont la propriété ¢, Pimplica-
tion

A =>r @
o8l logiquement équivalenle a
va T A » 2 E i

¢'esl-a-dire
ACH
(A inclus dans B),

Or cecl s'exprime par A=A nB, ou B=AuU B,
ou mieux, sous forme canonique, A N B = &,

I en résulte que, par des calculs d'algébre qui
peuvent étre confiés 4 une machine, 'on peut contréler
si deux assertions de la logique élémentaire (logique
&’ Aristote) sont équivalentes, on peut, par mise sous
forme canonique, éclaircir des situations compliquées
par des conditions variées (Ceci est utilisé en pratique
pour certaines questions concernant par exemple les
assurances sur la vie).

3) La liaison enire les deux logiques élémentaires
se fait lorsque 'on pose : « Considérons Pensemble A
des éléments du référentiel qui ont la propriélé ¢t ».
Cette phrase est valable si (L est une propriété colfee-
tivisanie, ¢'est-4-dire si elle permet de distinguer dans
le référentiel les éléments x qui papartiennent 4 A
et les éléments ¥y (ui ne lul appartiennent pas :

zeA et yEA«—=> yel[jA

Ceci peut soulever des difficultés Llrés graves.
D’abord, il se peut gu’on puisse démontrer gqu’aucun
élément du référentiel ne vérifie & on a dil déja
qu’alors A esl Pensemble vide A = @ ; dans ce cas,
toul élément du rélérentiel est tel que «non ¢ » soit
vrai dans la théorie: v+ «non & » est vrai (1)

On montre au contraire que A n'est pas vile en
prouvant qu'il existe au moins un élément du référen-
tiel qui vérifie & :

3z, L vrai (2)

Mais le cas litigieux est celui ou, dans une théorie,
on n'a pu démontrer ni (1) ni {2). Si l'on ignore s'ils
sont demontrables, 'on peut parler de Yensemble A
comme hypothése de lravail. Si (1) est vrai, on est
souvent conduit & modifier la théorie pour rendre &0
collectivisante en adjoignant au référentiel e nou-
veaux éléments construils axiomatiguement i Paide
de ¢4 : Nous reviendrons plus loin sur ce proedds essen-
Liel de lextension d’une théorie.
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Si (2) est démontré, A est non vide. Mais d’autres
difficultés surgissent presqu’aussitdt, car I'on pose:
« Soit x un élément de A ; par les opérations de la
théorie, on en déduit f(z), etc ». Pour que cecl ait un
sens précis, il faut que quelque procédé somt impliei-
ternent supposé permettant de distinguer cet élément
parmi les autres éléments de A. Ceci n'offre pas de
difficulté si, par exemple, A ne contient qu'un nombre
fini d’éléments ou est dénombrable, mais, pour des
cnsembles trés généraux, c’est une forme de I’ Axtome
du chotx et ses conditions de validité sont matiére &
discussion,.

Lorsque 'on a pu exprimer Ie contenu d’une théorie
dans le langage de la logique en extension, le symbo-
lisme est sans ambiguité et la formalisation plus
claire que dans la logique en intention. De nombreux
énoncés de définitions ou de théorémes soni mainte-
nant rédigés dans la langue des ensembles sous une
forme particulitrement claire.

11, CoMpaRrAlSON DES THEORIES. MODELES.

a) Théories équivalentes : Si deux théories T et
sont telles que tout élément du référenticl de chacune
a un associé dans le référentiel de I'autre (correspon-
dance biunivoque), si chaque signe opératoire ou
relationnel de I'une a de méme un associé dans Paufre
et si toute relation vraie de l'une se traduit par une
relation vraie dans 'autre, 'on dit que ces théories
définigsent sur les deux référentiels nne correspondance
par isomorphie ; les deux théories sont deux traduc-
tions d'une théorie unique pour le mathématicien
qui ne se préoccupe pas de 'objet sur lequel il travaille
mais geulement des relations entre ces objets. Rame-
nées par traduction au méme référentiel, on obtient
des théories équivalentes ; elles ne différent done que
par le mode d’exposé adopté. Les référentiels isomor-
phes constituent des modeles de la méme théorie abs-
Lraite.

) Siune théorie ® a une image isomorphe dans ¥’
mais si &' a en outre des éléments et signes sans asso-
cics dans &, on dit que ® est une théorie plus forte
que . On est amens alors & confondre dans les nota-
tions les éléments et signes de ® avec leur image,
par « abus de langage » ou « abus de notation » Par
exemple la théorie des nombres relatifs (positifs et
négatifs) est plug forte que la théorie des nombres
absolus (sans convention de signe): on confondra
nowbres absolus aveo leurs images, les nombres posi-
tifs. Autre exemple :la géométrie euclidienne métrique
habituelle est plus forte que la géométrie affine (it
la distance n'est pas définie entre deux points quel-
conques) ; les signes qui sont introduits en géométrie
affine sont conservés en géométrie métrigue de sorte
(ue tout thévreme de géométrie affine est un théoréme
de géométrie métrique.

La théorie la plus riche est dite un modéle de la
théorie la moins riche. Si la théorie la plus riche est
mieux connue que l'autre, plus intuitive, ou ayant
elle-méme un modéle approximatif dans le concret,
son usage est naturellement commode pour Pétude
de ©. Mais il y a mieux : toule relation qui, dans &
est vrale ou fausse, a la méme valeur « vrai» ou
« fanx » dans ', de sorte que si elle est démontrée
« vraie » dans &', elle est aussi vraie dans B. Clest
ainsi que 'on démontre souvent en géomeirie élémen-
taire des Lthéorémes de géomélrie affine par des consi-
dérations de géométrie métrique (par exemple des
propriétés affines des parallélogrammes par applica-
tion des cas d’égalilé des triangles). De méme, la
géométrie affine est une théorie plus forle que la
géométrie projeciive, et l'on démontre souvent des
théorémes projectifs en utilisant le théoréme de Tha-
lés (qui appartient a la géométrie affine). On préféere,
si c¢’esl possible et point trop compliqué, démontrer
un théoréme avec les moyens mémes de la théorie
étudiée, comme le demandait Chasles pour la géomé-
brie projeclive ; mais il n'est pas toujours facile de
déterminer quelle est la Lhéorie la plus faible ou un
systéme est vrai : ainsi le fait que les trois hauteurs
d'un triangle sont concourantes se démonire élémen-
tairement au moyen de paralléles, don¢ du postulat
d'Euclide ; or en réalité, ce théoréme est vrai méme si
I'on n’adopte pas cet axiome, c’est-a-dire en géométrie
de Lobatchewsky, ce qui n’a rien d’évident.

Pour prouver qu'une propriété < est indépendante
de ensemble (1 des axiomes d'une théorie G, c’est-a-
dire, que & n’appartient pas 3 %, I'on doit construire
un modéle, théorie ol tous les axiomes de & sont
vérifids, avee d’'autres éventuellement, et ot 7 n’est
pas vraie. En effet, si ¢ fait partie de B, T est vraie
dans tons les modéles ou les axiomes de & sont vrais.
{Vest. ainsi que le modéle de Poincaré prouve que
Paxiome d’Euclide sur 'unicité de la paralléle n’appar-
Lient pas & la théorie définie par les axiomes qui pré-
védent I"axiomme en question.

Donnons maintenant quelques exenples de théories
isomorphes, nous ne faisons gqu'indiquer le débui du
dietionnaire qui définil la correspondance.

Ler exemple.

Référentiel, Référentiel
Ensemble des nombres Ensemble des nombres
réels positifs
DA £ 4
2 e 100
R a b

{associatif, commutatif) (associatif, commutatif)
(Pest a partir de ceci que Pon constrait la théorio
des logarithmes,
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2e exemple

Points sur un axe Nomibres réels

Point O ................«... nombre 0
Points M, A ................ nombres z, @

Translation (MM’ = OA) addition de a (&' = z + a).

L’addition de a se nomme souvdnt par abus de lan-
gage « translation » dans les nombres réels. La transla-
tion dans le plan serait une théorie trop riche pour
Paddition de a dans l'ensemble des nombres réels,
mais elle est équivalente a V'addition de a dans I'en-
semble des nombres complexes,

32 exemple

Permutations sur
le triplet de trois
lettres a, b, ¢

En géométrie métrigque, trois
symetries S,, 8,, 8, d’axes con-
courants inclinés & 60°

Symétrie $;............... | &~ a N
b~ e o
} e~ §
Symétrie Sg.. . @~ ¢
\‘ b~ b T,
{e~ra
Symétrie Sg.. ...y @~ b
b~ a T,
RN
S; X Sy X 8y =8;... Ly X Ty X Aye=|a~re
o Vo p—a
€~ a

4) Un autre exempls classique associe & tout point
sa polaire par rapport & un cercle, des points alignés
correspondant & des droiles comcourantes.

Mais un modéale peut aissi 8tre une théorie physique
T dont les propriéiés puremenl physiques n’inler-
viennent naburcilement pas (théorie plus riche) mais
qui contient 'image d’une théorie mathématique.

Fxemple :

Interrupteurs d’un cireuilPropriétés d'une logique
élevtrique bivalente em intention

Interrupiears A, B .. .. ... .. .. Propriétés ¢\, 03,

Interrupteur fermé ...... .«.. valeur 1
Interrupteur ouvert ......|.... valeur O
Montage en série ........|.... Disjonction & v @
Montage en paralléle .. ... .. .. Conjonction ¢ & (3

Ceci donne une idée de la possibilité d'un calcul
analogique utile pour Vétude des circuits électriques
compliqués ; on traduit du reste la logique en inten-
tion en caleul des ensembles comme nous Pavons vu.

Un autre exemple extrémement important pour cer-
taines applications est la possibilité de traduire des
théories analyliques au moyen d'un modéle algébrique.

Ainsi, la transformation de Laplace assovie a une
fonelion A{f) une fonction F(z) par la formule :

o
Flz) = f t) etz dt.

¢

En supposant A(0) = 0, la formule d’intégration
par partie donne la correspondance ci-jointe ou la

dérivation correspond
4 une multiplication et ‘ REY ... ... FW) !
Pintégration d une divi- | A'{(f) .......|..z.F{x) E
sion. Cette correspon- | 2°{t) .......|..2% F(z)
dance se poursuit pour g i

d’autres propriétés. Ce f Moy de ... - F)

¢i donne naissance au ’

ealcul symboligue trés

utile en électricité el en mécanique des fluides par
exemple.

Ces quelques exemples monlrent bien l'an dos
caractéres les plus essentiels des mathématiques mo-
dernes : la multivalence de leurs théories, le fait que
leur forme abstraite esl suscepiible de multiples mo-
deles, d'olt une grande économie de pensde.

¢) Euxtension d'une théorie. — On enrichii Je réfe-
rentiel d'une théorie en eréant de nouveaux éléments.
A Uintérieur méme de la théorie, un nouvel élément se
définit par construction, ce qui asgure son exislence
en méme temps que 'on détermine un ensemble de
propriétés caractéristiques de cet élément ; il ne reste
alors qu'a lui choisir une dénomination, et, éventuel-
tement un symbole. Par exemple, connaissant la thée-
rie des paralléles, on définit ainsi un parallélogramme.
En géoméirte dans I'espace, en tout point A d'un
plan (P) on définit une droite perpendiculaire au plan,
On démontre qu'tl existe une droite perpendiculaire
en un point A & deux droites du plan, puisque celle
droite z'Az ne dépend pas des deux droites choisies
dans (P); alors on nomme cette droite le perpendi-
culaire en A au plan el on note 2'Ax 3 (P). De méne,
en arithmétique des nombres entiers, on démontre
Pexistence d'un diviseur comunun a deux nombres qui
ast plus grand que tous les autres diviseurs communs,
et on le note p. g. ¢. d. La définition ne peut dire consi-
dérée comme entidrement saiisfaisante que st 'on-
indique un procédé pour le déterminer effeciivement
aprés un nombre fini d’opérations (algorithme d’Eu-
clide} ; le p. g. ¢. d. est alors défini par construction.
Mais que faire si 'on démontre lexistence d’un

élément de la théorie sans pouvoir le déterminer effec-
tivement par un nombre fini d’opérations ? On éten-
dra le sens du mot « construction » ; la démonstration
d’existence permel en général du reste une délermi-
nation apprezimative de Vélément défini. Ainst la
démonstration du fait qu’une série est convergente
indigue comment en obtenir la somme par des appr~
ximations qui se poursuivraient indéfiniment. (Ne
parlons pas du cas ol il faudrait les poursuivre trans-
finime %!}
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Au contraire, la définition d’un élémenl fait passer
d’une théorie & une théorie plus forte si la création de
'élément munit le référentiel complété de propriéiés
que navait pas le référentiel primitif. On doit alors
définir ’élément nouveau par ces propriétés que Pon
veut introduire : ¢’est la définition par ariomatisation.
La seule condition imposée est que toutes les propriétés
de I'ancien référentiel soient conservées, ’est-a-dire,
que les propriétés introduites solent compatibles avec
les anciennes. Celte création de théories de plus en plus
fortes par extension est la méthode méme de Pexpan-
sion des mathématiques. On dit qu’on « plonge » ou
qu'on « immerge » 'ancien référentiel dans un réfé-
rentiel plus étendu.

Toute VPhistoire de nomnbre, en particulier, est 'ex-
lewtsion e a théorie des entiers naturels aux nombres
[ractionnaires, aux nombres relatifs, aux nombres
algébriques. Le passage aux nombres complexes (ima-
ginaires) n'est une exiension que si 'on ne considére
pas Ia relation d’ordre comme relation de la théorie
envisagée car elle ne subsiste pas pour ces derniers
nombres introduits. Ainsi les Egyptiens, pour que la
division de l'unité par un entier, 3 par exemple, soit
faisable, créérent den ouveaux nombres, les guantiémes,

et la notasion T (pour un liers); mais la somme de
ces quantiémes n’était pas un nombre ! Les Grees
crédrent ces nombres qui manquaient ; il fallait des

couples d’entiers (fractions) avec une condition 4'équi-

2 _4 8 o
E:g_gec..

Un nombre rationnel est un ensemble des fractions
dquivalentes. Mais la géoméirie demanda qu’on atiri-
bue une racine i I'dquation x.2 == 2 qui n’en avait
pas. On sait gu’Eudoxe recula devant 'introduction
franche de Uirrationnelle pour des raisons métaphysi-

valence entre ces fractions (p. ex.

ques, une notion e priori de 'existence qui se limitail
4 des ensembles finis de nombres entiers; mais la
science passa outre : elle ne pouvail pas éviter cetie
créalion sans des complications que le VI® Livre
d"Faclide (qui est d'Eudoxe) montre bien et, ee nom-

bre introduit, on adopta le symbole V2... Les besoins
de Ia science exigent inexorablement lintreduction
de nouveaux éléments, de nouveaux symboles. Pour
que 'ensemble des nombres réels soit, en un sens que
la topologie indique, complet, il a fallu introduire les
nombres transcendants ; puis pour que cet ensemble
soit eompact, on mtroduit deux nombres notés -+ co
el — oo, L’ensemble des nombres réels est alors consi-
déré vomme achevé; les auires nombres que l'on
introduil ne sond plus appelés nombres réels !

En géométrie, la droite élail considérée comme un
¢idment donné globalement que 'on a analysé comme
ensemble de points : ¢’est précisément cetle analyse
qui a enrichi la notion de nombre réel. Pour nous,
maintenant, la droile réelle est définie comme !'ensem-
ble de ses points, comme modéle de 'ensemble des
nombres réels : elie a done deux points qui corrcs-
pondent respectivement a4 -+ o et — oo,

Mais, en géométrie projective, on congidére que ce
couple de points & Uinfini définit un élément nommeé
«fe» point a I'infini de la droite; alors un plan a
«une droite de Dinfini ». En géoméirie anallagma-
tique (ou géométrie de l'inversion), I'espace est consi-
déré comme ayant zn seul point & Pinfini, commun &
toutes les droites et tous les plans. En géoméirie
algébrique, T'on définit des points, droites, plans
imaginaires correspondant & des nombres imaginaires
{ou complexes). Ainsi méme dans ke chamyp des mathé-
maliques élémentaires, les exemples d’extonsion de
théories abondent.

MARIAGES.

Notre Camarade Michel de Buffévent. Ingénieur
Géneral des Ponis et Chaussées fmi part du mariage
de M. Georges de Buffévent, Ingénieur-Eléve des Ponts
af Chaussées, son fils, avec Mlle Lydie de Lestrange.
Versailles le 16 décembre 1961,

Notre Comarade Raymond Cheradame, Ingénieur
Générat des Mines, fait part du mariage de M, Hervé
Cheradame, Ingénieur EN.S.C.B., son fils, avec Mlle
Frangoise Marabout. Paris le 22 décembre 1961.

DECES.

Notre Camarade Gérard Colas, Ingénieur en Chef
des Ponts et Chaussées, fait part du déeés de Mme
Gaston Celas sa mére, le 17 décembre 1961,

On nous pne de faite part du décés do M.
Griveaud, Ingénmeur en Chef des Ponts et Chcoussées
en reiranle & Nantes.

On nous prie de faire part du décés de M. Maunce
Jazlier, Ingénieur général des Mines, survenu le 31 dé.
cembre 1981, & Paris.

On nous prie de fmre part du décés de M. Jean
Fronsard, Inspecieur général des Ponis et Chausséss
en rebraile, survenu le 3 jonvier 1962, & Pans.

AMICALE D'ENTRAIDE AUX ORPHELINS
PES INGENIEURS
DES PONTS ET CHAUSSEES ET DES MINES

ii est rappeié & tous les Comarades qu'ils
peuveni, en adhéremt & VAMICALE, prémunir
leurs enfoumis, gréce & l'enit’aide mutuelle,
confre les comgéquences, si souvent désas-
treuses, du déceés du pere de fumille.
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GRANDEUR et SERVITUDE des DISTRIBUTIONS D’EAU
par Pierre FAISANDIER

Ingénieur des Ponts et Chaussées en disponibilité

J'al lu avec un trés vif intérét V'article du Camarade
H. Mathieu paru dans le Bullstin du P.CM. d'octobre
1981 : le sujet traité est coractérisé & la fols por son
importance et por la relative ignorance quont & son
égard becucoup de camarades. Cela s'explique aigé-
ment : cgir par solméme est plus passionnant gue
contrdler les qutres: cussi becucoup d'Ingénieurs
des Ponits et Chaussées — st un peti: sffort de mémoire
me permet de les comprendre paricitement — pré-
ferentils s'occuper des travaux, et laisser & d'autres
le gein d'assurer les conirdles souvent ingrais. Qu'en
résialte-til ? des situations fort diverses : parfols les
dossiers correspondants attendent humblament, sur
le bureau de l'lngénieur, que vienne leur tour d'étre
examinés... Alilleurs, c'est qu Gémie Rural qu'est laissé
le contrdle de régions nettement urbaines.

Mais, puisque Mathieu a su la bonne idée d'abor-
der le sujet, et d'éclairer sa face « cHté Administra-
tion », il m'a paru opportun d'abord de l'en remercier
publiquement, puis d'éclairer Ia foace, qui peut atre
légdrement différente, que nous appellerons « c¢bté
distributeur ». Tel est le but des modestes réflexions
qui sulvent ;

&
ke

Vovons d'abord le schéma proposé : d'un ¢dté une
société puisscnte (capitaliste, bien siirl) « dotée d'un
service contentieux, riche d'une documentaiion éten-
due.. »: de l'outre une collectivit® sans compétence
el sans moyens, & qui seule l'intervention d'un con-
tréle eofficace peut éviter la passation des contrats
1éonins.

Lo réalité estelle conforme & ce schéma un peu..
caricatural ? Heursugsement non les responsables
communauyx, g'ils ne soni pas toujours ou courcmt des
données techniquss et financiéres de leurs problémes,
savent fort bien défendrs leurs administrés, et obienir
& chague occasion des avontages imporionts, De son
cbté, une Compagnie concessionnaire, qui ne se main-
tient ot s'étend que gréce & une solide réputation de
compélence sf d'honnéteté, se doit de ne faire de
contentieux qu'en foce de gens d'absolue mauvaise
fol @ le service qui porte ce nom redoutchble est suriouf
occupé & faire rédiger des actes de ventes...

Et puis, il ne faut s’hypnetiser sur la divergence
d'intérét equi sépare collectivité et disiributeur, En
cherchant bien, on trouvercit des divergences sem-
blables dems tout acie que on cccompht dans la
vie guofidienne, depuis l'achat d'un bifteck jusqu'd la
vente d'un immeuble. Mais dans le cos qui nous préoc-
cupe il ¥ a, sous un ceriain angle, une évidente com-

munaute dintérédt, puisque le distributeur n'a de rod-
son d'étre — et de subsister — que s'il assure une
bonne exploitation dans les meilleures conditions pos-
sibles. Il s'agit souvent d'une véritable association,
iranscrite dens les contrats por le jeu des ristournes
ou des comptes de pariage; les collectivités et ser-
vices du coniréle gaoneralent & mieux comprendre
ceile convergence d'intérdts, en stimulomt Vexploitant
et en l'aident & amélicrer le rendement de son ser-
vice au bénéfice de tous, au leu de le considérer
comme un infrus dont il imporie seulement de limiter
le bénéfice. Quem! & nous, nous affirmons que la no-
tion de service public est constamment présente &
Vesprit d'un concessionnaire digne de ¢e nom : ce
n'est pas par hasard que ses responsables ont sou-
vent fait leurs premiéres armes qu service d'une Admi-
nistration.

Qu'on ne vienne pas en déduire gque toul contrdle
est inutile : il est évident que P'exécution des clauses
contractuelles doit &tre vérifide. Bt d'cillsurs, lorsqu'il
s'agit de discuter les termes d'un contrat, les distri-
buieurs soni souvent bien heureux d'aveir en fuce
d'eux, non seulement les représentants des collecti-
vités, mais des ingénieurs qui parlent le méme langage
gu'eux et qui, techniciens et objectifs comme eux, par-
tageront plus volentiers des avis éayéds par une ana-
lyse exacte des movens st des besoins.

A

Comme le dit justement Mathieu, le contrat (de con-
cession, d'offermage..) est une piéce fondoamentale,
qui engage l'avenir : & ce siode, le service du con-
tréle o un rdle essentiel & jouer, et ce réle sera béné-
ficrue pour tous si le contrdleur raisonne objectivement,
sons secltarisme et sans partl pris,

Premiére difficulié 1 le choix de lexploilant. La
mige en concurrence est souvent indispensable;
mais la politique du « moins disant » déjct critiquable
en matiére de iravaux publics, devient ici gbsurde :
la qualité du service rendu (et ce terme général en-
globe la parfaite qualité du « prodult » & livrer; dans
des cas de plus en plus fréquents ceite qualité ne
peut Bire assurée qu'cu prix d'opératicns de traite-
ment délicates et multiples, olt la compétence ne s'im-
provise pas), le bon eniretien des insiallations et o
bonne entente avec les autorités sont des impératifs
qui justifient un choix basé sur ‘out autre chose que
sur un prix unftaire. L'exploitant d'un service d'eau
doit pouvelr mettre & la disposition de la colleclivité
des movens technicques spécialisés en personnel
d'abord (ingénieurs, agents techniques, chimistes spé-
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cichsés, électriciens, mécaniciens) en matériel ensuile.
H est par suite fondamental de connalire exactement
l'importance des movens dont pourra disposer chaque
candidat ; ce n'est qu'ensuite qu'il faqut juger les prix
preposés en fonction du prix de revient : pour ces
deux thches le service du contrdle, particuliérement
bien placé, doit jousr un réle essentisl.

Abordeong & présent les divers modes d'explottation :
Mathien ayont dit en quelques mots ce qu'il follott
dire de la régie, restent les trois modes possibles :
concession, cffermage, gérance.

A lo « belle époque » of les capitoux privés éiajent
abondants et bon merché, lo concession ékait de
régle, et le concessionnaire tremsformait son copital
en usines ou conduiles, dont !'amortissemeni &fait
assuré pay le prix de vente de l'eau ; de telles conces-
sions duraient 50, 80 volre 99 mmées !

Cn pourrait bien siir foire de méme aujourdhui
{encore que la seule mention de « copited » privé &
rémunérer éveille chez certains une hostilité de prin-
cipe). Mdis las préts des caisses publiques se font o
des taux plus faibles que les emprunis privés, pour
ces deux raisons fort simples que leg premiers pui-

‘sent seuls qux ressources des caisses d'épurgne, et

qu'lls sont par surcroit sxonérés de tous les impdts
qui frappent les seconds : de ce iait les collectivités
ont en général intérét, pour diminuer les charges qui
pesent sur le prix de Vecry, & emprunter ellesmémes,
et & assurer lexécution de tous les travaux neufs;
telle est la justification de l'évolution consiatée. Il ne
faut pas croire que celte solulion soit particuliérement
souhaltée par les distribuieurs d'ecu eux-mémes : la
concession ns leur icit pas peur, toules les ol que
les avaniages évidents de rapidité et de souplesse qua
présente l'investissement privé leur permeitent de
compenser le handicap fiscal qu'ils supporteni. Mals
pour les raisons que je viens d'exposer, il se trouve
que l'apport de capiial demcndé cu distribuleur privé
est généralement réduit & des participations qui ns
représsntent quune fraction des investissemenis to-
taux. En fait, par conséquent, bien des conirals actuels
tennent & la fois de la concession et de l'affermage ;
bien que la distinction semble wlors délicate, e soni
pluidt des concessions, car U'exploitant est amené, la
plupart du femps, & immobkiliser des capiioux assez
importants el souvent irrécupérables.

Lorsque linitiative et lo charge des investisse-
ments incombent & la colleclivité, le prix de vente de
Yeau comprend & lg fois la rémunération du fermier
— correspondont cux dépenses d'exploitation — et
une surtaxe, librement fixde par la colleclivité qui
permet de faire foce & la churge des emprunis. Dés
lors on voit mal l'intérét de la gérance, qui ne donne
& lo collectivité aucune liberté réelle supplémentaire,
malgré lo mode de rémunération du gérant, en prn-
cipe indépendomt des recettes du service d'eau. Comme
le dit Mathieu, la différence entre gérance et offer-

mage est, dans une cerloing mesure, de pure forme ;
cette différence formelle présente cependemt I'incon-
vénient de compliqusr la rémunération de 'exploitant,
d'alourdir sensiblement la charge fiscale du service,
et parfois de rendre l'exploitant indiffiérent qux résul-
tats finemciers ou techrniques du service.

Affermage ou gérance, c'est la collectivité qui pade
les trevaux neufs, Par qui seronils exdcuids ? Par le
fermier ? Horreur, cela devient un monopole! Aprés
adjudication ? Egale horreur, car la collectivité n'a
pas les movens de foire contrdler tous les trovaux ni
d'assurer la beonne homogénéité des matéricux choi-
sis et de leur mise en ceuvre, et dalore l'exploitation
réservera de fort mouvaises surprises. En réalite, Ia
comms aillours, un compromis est nécessaire; il
faut que le fermier ait un monopole absalu pour touies
les petites extensions, branchements, efe. @ c'est indis-
vensable pour la qualité des ouvrages et leur onire-
tien ultdrieur, pour la garantie de leur bonne exéou-
tion, pour la séeurité du service, ot qussi pour les
agents du fermier qui doivent étre ulilisés en dehors
des cas, mclgré ioul excepiionnels, de réporations
de fuites. Pour les travaux importants, on admet géné-
ralement que les comalisations solent exécutées por le
fermier, les fravaux de génie civil aprés appel d'offres
et scus la surveillance du fermier. lLe ioul est de
rouver une formule qui permeite de fixer un prix
raisonnable pour les gros travaux de canalisations.
I v a de nombreuses formules possibles, et jo sais
par expérience qu'en aucun cas le fermier ne peut abu-
ser de son monopecle.

EFt maintenant, parlons durde ; limiter un conirat
{méme de géronce) & b ou 7 ans, ¢'est le ler & la vie
d'une municipalité, donc Iui donner un carcciére
politique qu'il ne doit pas avoir. It si certaines com-
munes regreitent d'8lre lides pour longtemps & un
fermier, c'est qu'elles en ont choisi un mauvais (il
peut ¥ en avoir) peut-bire précisément le moins di-
sant | I fout dire qussi que, vu de ['extérieur, quand
on ne pense ni & Vencadrement du service local, ni
ou rencuvellement, ni qux chorges {inanciéres, le
bilan du service d'ecu paradt parfois largement béné-
ficiaire, et bien des maires regrettent de ne pas dispo-
ser de cetle merveilleuse source (apporenie..) de
millions,

D'auire part, une bonne exploiation suppose tou-
jours des insiallations fixes importomtes, indépendantes
du résecu de distribution affermé : burecux, magasins,
aleliers, peares & fonte, et surtout logemenis de la
plupart des agenis (chocun soit que toul agent dé-
placé doit pratiquement étre logé par son employeur,
gui doit achster le local correspondemt). On voit mal
comment un contrat de 10 ans permetirait d'amortir,
je ne dis pas toui le copited, mais simpiement la
perte que l'on fait inévitablemen: en achetant et re-
vendant tous ces immoubles. & Theure actuelle, les
Préfets sont habilitds & opprouver des conhrats de
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30 ans : il semble gque ce soit une durde rgisonnable.
Mais on nous dira, non moins raisonnablement, qu'il
est téméraire de préjuger d'un si grend avenir. Peut-
&ire ; alors i suffit de préveir uns révision de prix pos-
sible au bout de 10 ou 15 ans, 'exploitant devant &ire
amené & présenter alors toutes justifications utiles.

Nous refrouvons I& une question posée par le blo-
cage des prix, qui est d'ailleurs, & mon avis, une vé-
ritable monstrucsité quand 1 dépasse une action bru-
iale et de courte durée, pariocis nécessaire. Ce blocage
oblige touiefois & réfléchir & hien des problémes, sf
rotomment & l'adepiction des prix au progrés de la
productivité, Selon certains cette adaptation doit se
faire par l'introduction d'un terme fixe dons la for-
mule de révision : c'est absolument faux, eof perscnne
n'c rdussi & justifier ce terme fixe. I fout laisser & la
formule de révision son rdie iiticd, qui est d'adapter
le prix de vente & l'évolution des élédments du prix
de revient, el tenir compte de l'cccroissement de la
productivité au moyven de critdres sérieux : rabais
croissant avec la conscmmation totale ou umiiaire,
révision périodique citée ci-dessus, elc...

A

Je voudrais, pour terminer, relever une offirmation
bien pessimiste de Mathien : les concessionnaires re-
mettent des résecqux « & bout de souffle » en fin de
contrat, Disu merci, les fins de confrat n'arrivent pas
icus les jours, ce cui limite certainement l'expérisnce
personnelle de chacun, et celle des distributeurs eux-
mémes qui, s'ils font bien leur métier, doivent main-
tenir jusqu'au demier jour leurs résecux en bon état

d'eniretien. Mais — & paradoxe —— Texpérience con-
iraires n'estelle pas plus conforme & la réalité? Les
collectivités ne fontelles pas appel & un distributeur
spécialisé lorsque leurs résequx fulent de toute part
et qu'un rendement de 0.3 ou (4 rend leur exploitation
impossible ? Au concessionnaire glors de redonner du
souffle cqu mortbond...

D'ailleurs la sclution proposée par Mathieu suppri-
me, de ce cbHié, tout domger pour la coliecilvité : il
conseille de proroger les contrais bien cvemt loeur deote
d'sxpiration. Clest offectivement une excellente mé
thode, qui cassure une coninuité que j'ssiime rigou-
reusement indispensable. Mals méme si la prolonga-
fion &tait accordée le jour méme de l'échéance, le
concessionnaire ccceplerait, prouvent cinsl que le
résequ est encore bien copable d'assurer son service.

&

Ce court article n‘cppelle pas de conclusion : 11
n‘avait pas la prétention d'épuiser le sujet, ni méme
de répondre & larticle du Camorade Mathieu qui
fcdscit trés clairement le point de la question, avec
un soucl d'objectiviié cuquel il fout rendre hommage.

L'exposé, un peu décousu, de ces quelques idées,
prétend lui aussi & une gramde objectivité : sl v «
poriois des divergences, ¢'est que la réalité a de mul-
tiples aspects; cest ce qui fait tout son charme, et
crussl le charme des confrontations d'idées enfre gens
de méme lormation et de bonne fof. Puissent ces quel-
cques lignes réussir & rapprocher, gréce & une grande
connaissance réciprogue, les points de vus du « con-
iréleur » et du « coniréle », qui ont icnt de bon troveail
& faire ensemble.

Aprés avoir pris connaissance de Uariicle du Camara-
de Faisawpien, le Camarade H. MaTeieUs pense devoir y
répondre par les quelques lignes ri-aprés.

L'ezposé du point de vue d'un distributeur vient
utilement compléter V'exposé du point de vue d'un
contrbleur, Le lecteur qui a un probléme & résoudre
ferar la juste part de I'un et de l'autre ; cotte juste part
dépend des circonstances propres & chaque affaire.

Le Camarade Foisandier présente le poini de vue
d'un distributeur, non seulement avec esprit, mais
aussi avec l'élévation de pensde doni il est coutumier.
Il o résolument opté pour une ligne d'wction dynami-
qus, selon laguelle une Compognie concessionnaire se
maintient ot s'élend grice & une sclide répuidaiion de
compétence et d’honnéteté; ce gui s'oppose & la for-
mule égclement possible consistant, dans les cos
extrémes, 4 se mainienir grdce & des contreds de trés
longue durde et s'dtendre & la faveur de l'incompé-
tence ou la négligence des contractanis et des contrd-
leurs. Sa formule est la seuie conforme & lg notion de
service public dont il affirme & jusie tilre qu'elle est
constamment présenie & lesprit d'un concessionnairs

digne de ce ncm. Estil besoin de dire qu'elle recusille
mon entidte adhésion? Elle faii en outre apparditze
cue les Ingénisurs de notre Corps peuvent, en quit-
temi 1'Administration, utilement coniinuer & servir l'in-
térét général.

Faisandier formule un ceriain nombre d'observa-
tions et de suggestions portant sur des points porti-
culiers bien précis. Les unes et les aulres me parais-
sent intéressantes, dtomt bien entendu qu'é mon avis
— et, je pense, également cu sten - il ne peut exis-
ter aucune formule universellement valable. Il existe
en France des milliers de services de distribution;
c'est dire que l'on v renconire nen ssulement n'im-
porte qui, mais également n'importe quel probléme =i
r'importe quelle situation. Clest le rble du service de
conirdle que de ienir compie des circonstances propres
& chaque affaire et des expériences foites par cilleurs,
en vue de guider au mieux el en connaissance de
cause la collectivité intéressée.

H. Mathien,
Ingénieur des Ponts et Chaussées
& Evroux.




DIVAGATIONS

dans le Vocabulaire des Voies de Communication (sit)
par HERILLE

Voie. — Tont chevglcherent e veies e chemins -
Qu'en Sarraguce descendent suz un i (Chomson de
Roland).

En frongais la forme latine via ne s'emploie qu'ad-
verbiclement : Parils-Londres via Celais. Via est deve-
nu régulidrement vele, puis voie. Comme le latin via,
le fremgais vole o des sens frés étendus @ voie publi-
que et privée, voie ferrée et vole d'equ, voles respi-
ratoires et d'autres moins nobles, voie administrative
st contentieuse, voies de droit et de fait. Tous les
corps de mélier se sont emparés du terme et l'ont
treité & leur fagon. Une vole d'ecu peut étre un canal
de navigation ou une bréchs dams la coque dhun
navire. Naguére, ¢'était la chorge d'un porteur d'eau,
une frentaine de liires en deux secux. Voie n'est quére
employé pour désigner une route, sl ce n'est en quel-
ques expressions iradiionnelles : la Voie sacrée est
la route de Barle-Dug & Verdun, Les techniciens de la
route entendent par voie le chemin de roulement
d'une file de véhicules.

Voie ferrée est en concurrence avec chemin de fer,
avec des nuances de sens et des parHcularités d'em-
ploi. La voie est comme sur la route le chemin de
roulement, A propos du ifrain qui roule sur la wvoie,
notons un phénomeéne assez fréquent Le mot train
a ét¢ formé chez nous, sur trainer. II ast passé en
Angleterre, et il en est revenu avec un sens nouveau.
Le train des équipages est fremgais, le train de voya-
geurs ou marchandises est en quelque mesure onglais.

VARIETES

Le iremtran est bien frangais, mals train o déteint sur
lui : il devient lo trainirain.

Lag fumille de voie est nombreuse et intéressante,
Vovage est le doublset de viatique, l'argent ou les pro-
visions du pélerin. Convover, dévier, envover, re-
presentent des mots latins de basse épogue, tandis
que convol, envoi, dévoyer, fourvover, sont de forma-
tion framgaise. Il est probable que le voyou, dont le
nom rime avec filou ef grigou, esi le meuvais goargen
posté sur lg vole, avec des inteniions moins innocen-
tes que celles du stoppeur. Ce qui est sur la voie se
voit bien, est évident, obvious. Viabilité est un mot
savant, dgé d'un siscle, qui télescope wviabilité, aph-
tude a vivre,

Malgré Vexemple de Sully, qui ne dédaigne pas le
tittre de grand vover, ot des personnes qui ne songent
pas & chonger leur nom bien francais de Vover, les
agents-voyers nés de la lei de 1836 ont voulu s'appe-
ler ingénieurs du service vicinal. Vover est un in-
frus dans la famille de veoie. Cest en langue d'oul,
comme viguler en langue d'oc, le doublet de vicaire,
apparenté cu premier terme de vice-président. Le
voyer était un officier de justice. C'est & un vovyer que
Charlemagne, dans la Chanson de Rolend, donne
migsion de pendre trente otages. Lorsque le vover ful
chargé de Ventretien des voles, et 'assonance aidans,
le sens modems est apparu, au XV siécle. La fonc-
tion du voyer était la vairie. Ce mot en vint & désigner
la décharge publique, ce qui explique que service de
voirie soit pariois synonyme de service de netiois-
ment des voies publigues,

Les Annales des Mines de Décembre 1961

M. L. Lembert décrit le procédé L.D. d'affinage &
l'oxygéne des Fontes phosphoreuses appliqué & Pom-
pey et souligne les excellents resultats obtenus.

M. F. Callot poursuit son étude sur I'Industrie miniére
Sud-Africaine. 11 déerit les productions des minercs
sulvants : charbon, dicmen!, amionte, cuivre, platine,
maongonése, for, chrome et donne quelques indications
sur les trois principales industries de iransformetion :
sidérurgie, ferro-allicges, synthése des hvdrocarbures.

Aprés une étude du fonctionnement de la zone infé-
nieure du haut-fournsau, M. Fourt dans son article sur
I'Examen d'une voie de irailement des minerdis de

fer, étudie les conditions de l'utilisaticn économique
des mécanismes de ftronsfert doxygéne; et recher-
che, parmi les appareils métallurgiques, ceux qui se
prétent le misux & I réalization de ces conditions.

Chronicques et divers :

- Statistiques mensuelles des preductions miniére
et énergétique,

— Méicux, minerals et substcnces diverses.

— Technique et sécurité minidres.

— Bibliogrephie.

- Données économiques diverses.
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A ELEMENTS INTERCHANGEABLES
TOLES DE PAROIS SANS BOLILONS
TOMNMES A EAL - TOMBEREAUX - BROUETTES

PELLES - PIOCHES ~ FOURCHES A CAILLOUX-
QUTILS DE CARRIERE - APPAREILS DE LEVAGE
INSTRUMENTS D' ARPENTAGE

¥ TOUS BALAIS A MAIN ET A
MACHINES EN PIASSAVA - FANON
DE BALEINE - CRINOVYLMETALLIGUES

VAI. I.E'I'TE & PAVON:.

50338 rue De_scartes Vllleurbanne (RuoNE)

_ TEL. 84-64-97 :
(2|agnes groupées} o

REPANDEUSES ET
REPANSEUSES MINTES
#TOUS LIANTS
TOUTES CAPACITES
DE 250 & 7.600 intres

CHARRETTES REVERSIBLES
METALLIQUES CAFACITES
PAVAL 49 200 &t 250 lires
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